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En memoria de mi padre
SUMMARY
By geometrical perturbation theory we get the [irst order solution of the ellipsoidal Stokes problem. The key idea is to
introduce a one parameter family of ellipsoids of revolution with the satne semi-minor axis equal 10 that of the ellipsoid
of reference. The parameter is the square of the eccentricity and the outer normal fleld of each of these ellipsoids does
not depend on the parameter but only on the geodetic coordinates latilude and longitude. We also get a uniqueness
theoremfor the generalized (spherical) Stokes problem.
oT _.!. ay T = -I'>.g.
Im. y im.
En esta ecuación Sg es la anomalía de la gravedad, y
la gravedad normal y n el campo normal unitario
exterior a la superficie L.
En aproximación esférica la condición de contorno
(1.1) se convierte en
oT 28r + R T = -I'>.g, (1.2)
donde R es un radio medio de la Tierra. Esta
aproximación introduce un error del orden de
N(s) = a(s)(I- s sen ' ({ir'/2,
3 x 10-3 N en la ondulación del geoide N. Este error
puede esperarse ordinariamente que sea menor que a(s) = b(J - sr'/2 y b es el semieje menor del
lm y, hace años, podía despreciarse en la mayoría de elipsoide terrestre. Para cada valor de e ,
los casos prácticos (cfr. Heiskanen y Moritz, 1985, ~(s)(S,) = L(s) es el elipsoide de revolución con
Caps. 2-14 y 2-16). Hoy en día se necesitan modelos sernieje menor igual a b y excentricidad e"2. La
del geoide muy precisos y no parece suficiente la aplicación inversa de ~(e) es la aplicación de Gauss
aproximación esférica (1.2). Esto explica que en los
últimos 15 años muchos geodestas hayan investigado del elipsoide L(e) (ver Fig. 1).
sobre el problema de Stokes elipsóidico (1.1) (ver Para resolver el problema de Stokes elipsóidico,
Heck and Seitz (2003), Huang et al. (2003), y las reemplazamos la condición de contorno (1.1) por la
referencias citadas en estos dos artículos). siguiente condición sobre la esfera unidad:
Este artículo es una contribución teórica al estudio ('í1T o ~(e),n) + a[T o ~(e)l = fo' (2.2)
de este problema. Usando teoría de la perturbación Ahora T depende del parámetro e y podemos escribir
obtenemos una solución aproximada de (1.1) de la T(e)=T(O)+eT(O)+ ...
forma To+ e2T, donde e es la excentricidad del
donde i = dT Id s . En particular, para e = e' tenemos
elipsoide, y T, (i = O,1) son soluciones de problemas
de contorno de tipo Hilbert-Robin para la ecuación de T '" To+ e
2
T, (2.3)
Laplace en el exterior de la esfera de radio b. La habiendo usado la notación T¿= T(O) and T, = T(O) .
perturbación es sólo geornétrica: consideramos que las Llamamos solución de primer orden del problema de
funciones a:= -r' (oylan) y 10:= -I'>.g son fijas y Stokes elipsóidico a la aproximación (2.3).
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1. INTRODUCCIÓN
La determinación gravimétrica del geoide requiere
la determinación del potencial perturbador T. Esta
función es armónica en el exterior del elipsoide de
referencia L, regular en el infinito y está sujeta a la
condición de contorno (Heiskanen y Moritz, 1985, Ec.
2-148)
(1.1 )
están definidas sobre la esfera unidad por medio de la
aplicación de Gauss del elipsoide de referencia. (La
imagen mediante la aplicación de Gauss del punto de
coordenadas geodésicas «({i, A) es el punto de la esfera
unidad cuyas coordenadas esféricas son «({i, A); cfr.
Moritz (1974).) Para la función a vale la siguiente
aproximación (Holota, 1988)
2( 2 2) I( 2 )a"'- l+e cos ({i "'- 2+e cos Zo ]. (1.3)
a b
2. SOLUCIÓN DE PRIMER ORDEN
Sea e E [O, 1) Y S, la esfera unidad. Definimos la
aplicación ~(e): S, ~ 1R3 :
[
N(e)COS({iCOSA 1
«({i,A)H N(e)cos({isinA
(1- s)N(e)sin ({i
(2.1)
donde
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_IL-~~---
Figura J -Aplicación rjJ(E:)para b = 1 y E:= O,0.25, 0.5.
(Map rjJ(E:)for b = 1 and E:= O,0.25, 0.5.)
Las funciones To Y y; son armónicas fuera de la
esfera de radio b. La función To cumple además la
condición de contorno
et; T--+a o =t«
or
Para obtener la condición de contorno de y;
derivamos (2.2) con respecto a E: . Teniendo en cuenta
las relaciones (Hormander, 1976)
..!!:...-(TorjJ)= r orjJ+ «VTorjJ),h,
dE:
..!!:...-(VTo rjJ)= vr o rjJ+ «T" o rjJ)~,n),
dE:
donde T" es la matriz de las segundas derivadas de
T, vemos que y; está sujeta a la condición de
contorno
oY;-+aY; =J, ,
or
donde
J, = -(To"~(O),e,) - a(Tfo ,~(O»
= -(1'0" e, + aVTo'~(O».
Una forma más explícita de la función
obtiene observando en primer lugar que:
J, se
rcosrpoJ..
oTo
or
01'0
rorp
01'0
01'0
8x
01'0 =RT
8y
oTo
OZ
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donde R es la matriz ortogonal
[
cose cos.c cose sen L
R= -senrpcosJ.. -senrpsenJ..
-sen J.. cos.c
Dado que
To"e, =[ :r (~) !(~J !(~)l
entonces
Por otra parte,
obtenemos
o (01'0)
or rorp
o ( 01'0 )
or rcosrpoJ..
derivando (2.1) con respecto a E:
r'« =RTo r
[
CoSrpcos J..(1+ sen ' rp)'
. b 2rjJ(O)= 2 cosrpsen J..(l+ sen rp)
senrp(3 + sen ' rp)
b
= 2(1 + sen? rp)e, + bsesup e.,
(2.4) Por tanto,
R~(OJ+l-r sen ' .J[i ]+'''''"[~;]
b[l + 3sen
2
rp1
=- sen 2rp .
2 O
En resumen, los productos escalares que
intervienen en (2.5) vienen dados por
". b [ 2 0
2
1'0 o ( et; J](1'0 e"rjJ(O»=- (1+3sen rp)-2-+sen2rp- -
2 or or rorp
y
. b[ oT OT](VTo,rjJ(O» = - (1+ 3sen' rp)_O +b-1 sen 2rp_o .
2 or orp
Sustituyendo estas dos últimas expresiones en (2.5)
tenemos finalmente
b 2 (0'1'0 OTo)J, =--(1+3sen rp) --+a-
1 2 or' or
(2.6)
1 ( 021'0 OTo) 1 et;--sen2rp --+a- +-sen2rp-
2 ororp orp 2b orp
Derivando (2.4) con respecto a rp obtenemos
021'0 + a oTo = _ ol'!.g - a '1'0 (2.7)
ororp orp orp
(2.5)
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donde a' = d al dtp . Además
oTo = -I:::.g - aTo' (2.8)
or
Sustituyendo (2.7) Y (2.8) en (2.6) obtenemos la
siguiente forma alternativa de j, :
j, b 2 o't; I et;,=--(1+3sen rp)-,-+-sen2rp-
2 or 2b orp
+~[ ba'(1 + 3sen' rp)+ a' sen 2rpJTo (2.9)
ba z I ol:::.g
+-(1 + 3sen rp)l:::.g+ -sen 2rp--
2 2 orp
3. UNICIDAD DE SOLUCIÓN DEL
PROBLEMA DE STOKES
GENERALIZADO
Suponemos en esta sección que b = 1. Hemos visto
que para obtener la solución, en primer orden de
aproximación, del problema de Stokes elipsóidico es
necesario resolver dos problemas de contorno del tipo
I
l:::.u = O fuera de S"
ou
- + (2 + B)u = g en S"
or
u ---? O cuando x ---? 00,
donde B = e' cos 2rp según (1.3). La función B es
próxima a cero y toma valores tanto negativos como
positivos (ver Fig. 2). A este problema de contorno le
llamamos problema de Stokes generalizado: si,
formalmente, B = O el problema (3.1) es el clásico
problema de Stokes esférico.
Si k es una constante, el problema de contorno
I
I:::.U = O fuera de S, '
ou
- + ku =g en S"
or
u ---? O cuando x ---? 00,
tiene un comportamiento muy diferente dependiendo
del valor de k. El espacio nulo asociado a este
problema es el conjunto de todas las soluciones del
problema homogeneo g = O. Si k = O la dimensión
del espacio nulo es cero, al igual que si k i1' N. Esto
significa que en estos casos el problema (3.2) tiene
una única solución. Sin embargo, si k ~ 1 es un
número natural, la dimensión del espacio nulo es
2k -1. En efecto, si uk_, es un armónico esférico
sólido de grado k -1 , sobre la esfera unidad tenemos:
ouk_,Tr + kuk_, = O.
Además, si k E N el problema de contorno (3.2) tiene
solución si, y sólo si, la función g no tiene armónicos
esféricos de grado k -1, es decir, si y sólo si cumple
las 2k -1 condiciones independientes siguientes:
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Figura 2 - Gráfica de lafunción B. (Plot of the function
B.j
L g(s)Y,_"m(s)ds = O,,
(3.1)
donde Y,-"m (1 m IS;k -1) es una base del espacio de los
armónicos esféricos de superficie de grado k -1 .
Estas consideraciones se aplican al problema de
Stokes esférico que es del tipo (3.2) con k = 2: la
dimensión del espacio nulo es 3 y el problema tiene
solución si, y sólo si,
L g(s)Y,.m(s)ds = O,,
con m=-I,O,I.
(3.2)
No conocemos la dimensión del espacio nulo del
problema de Stokes generalizado (3.1). Sin embargo,
podemos demostrar el siguiente resultado de unicidad.
Teorema.
Sea u solución del problema de contorno
Su = O fuera de S, '
OU
-+ (2+B)u = O en S"
or
u =E+ 0(r-3) cuando r ---? co,
r
(3.3)
Entonces u = O.
Demostración.
Dado que en S, la función u cumple la condición
OU+2u =-Bu
or '
entonces
f (u'+2u)'ds=f B'u'dsS;e4f ui ds,~ ~ ~
(3.4)
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donde u' = Bu/Br.
Sea
00 1
u="-¡UL... n+ 11
n=O r
el desarrollo en armónicos esféricos sólidos de u. Si
r=l,
00
u'+2u= ¿(I-n)u"
11=0
y, por la ortogonalidad de los armónicos esféricos de
superficie,
L (u'+ 2U)2 ds = f(l- n)2 11u" W
I 11=0
donde
Ilun W=f u,;ds.s,
Por otra parte,
f u2ds=fllu"f
SI n=O
Por consiguiente, de (3.4) tenemos
00 00
¿(I-n)'llun 11':::e4¿IIUn 112
n=O n=O
Explícitamente,
(1- e4) 11Uo 112_e411u¡112+¿[(l- n)2 -e4111 Un 112::: O
n=2
Puesto que l-e4 >0, U¡=0 (por hipótesis) y
(1- n)2 - e4 > O si n ~ 2, podemos concluir que
11u" 11=O para todo n , es decir u = O.•
4. CONCLUSIONES
Antes de poner en práctica las fórmulas obtenidas
en este artículo para resolver el problema de Stokes
elipsóidico y, por tanto, para determinar el geoide es
necesario resolver dos cuestiones que quedan
pendientes:
l. Determinar la dimensión del espacio nulo asociado a
este problema.
2. Obtener una fórmula o procedimiento para construir
la solución del problema de Stokes generalizado.
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